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Введение
В геометрии часто встречаются задачи, связанные с перпендикулярностью прямых или отрезков. Известно, что во многих случаях такие задачи упрощаются с применением векторной алгебры. Необходимым и достаточным условием перпендикулярности прямых (отрезков) является равенство нулю скалярного произведения ненулевых векторов, которые лежат либо на этих прямых, либо на параллельных прямых.
И тем не менее, решение таких задач, без применения скалярного произведения, имеет смысл по двум причинам. Во-первых, применение скалярного произведения иногда приводит к вычислительным трудностям, а во-вторых, такие задачи появляются в восьмом, а то и в седьмом классах, когда в большинстве школьных программ элементы векторной алгебры изучают в девятом классе. Приведенный здесь метод основывается  на повороте вектора на 90̊ . Одновременно, немало таких задач, в которых решение достаточно упрощается, если  применить поворот вектора на 120̊  и его свойства.
1.Поворот вектора на 90̊  и его применение
В ориентированной плоскости направление поворот против часовой стрелки принято называть положительным, в противном случае – отрицательным.
Пусть в ориентированной плоскости дан вектор [image: image2.png]AB



. Выберем на плоскости производную точку M, отличную от точек A и B. Найдём образы точек A и B при преобразовании [image: image4.png]R0



.  Если [image: image6.png]R0



(А)=[image: image8.png]


, [image: image10.png]R0



(B)=[image: image12.png]


, то вектор [image: image14.png]


 – образ вектора [image: image16.png]AB



 при преобразовании [image: image18.png]R0



. Чтобы получить вектор [image: image20.png]


, достаточно от точки M опустить перпендикуляр и основание перпендикуляра N повернуть на 90̊ . Получаем точку [image: image22.png]


=[image: image24.png]R0



(N). Через точку [image: image26.png]


 построим прямую, перпендикулярную [image: image28.png]MN,



. Имея ввиду, что поворот сохраняет длину отрезка, получим точки [image: image30.png]


и [image: image32.png]


, следовательно, и вектор  [image: image34.png]


 (рис 1).

Понятно, что от позиции центра поворота точки M результат не зависит, то есть при другой точке получаются точки [image: image36.png]


 и [image: image38.png]


, тем не менее, [image: image40.png]


= [image: image42.png]


= =[image: image44.png]R%(4E)



.  
Поворот вектора на +90̊  обозначим через P, то есть [image: image46.png]


 =[image: image48.png]P(AB)



, [image: image50.png]


=[image: image52.png]|P(4B)|



=[image: image54.png]


,  [image: image56.png]A,B,"AB



 =90̊ .
Для применения в задачах докажем некоторые свойства поворота на +90̊ .
Свойство 1. P(k[image: image58.png]=1



)=kP([image: image60.png]=1



), где k[image: image62.png]


R.
Пусть [image: image64.png]P(ka)



=[image: image66.png]


 , а [image: image68.png]kP(d)



=[image: image70.png]


, тогда [image: image72.png]|z



=[image: image74.png]|P(ka)|



=[image: image76.png]|kd|



=[image: image78.png]|k|-dl



, [image: image80.png]


=[image: image82.png]|k|-|P(@)|



=[image: image84.png]|k|-dl



. Значит, [image: image86.png]|z



=[image: image88.png]


. Если [image: image90.png]k>0



, то [image: image92.png]ka 11



, значит,
[image: image94.png]P(kad) 11 kP(d)



, то есть [image: image96.png]


. Если [image: image98.png]k<0



, то [image: image100.png]kd 1l



, а [image: image102.png]P(kad) 11 kP(d)



 и снова [image: image104.png]


. Итак, векторы [image: image106.png]


 и [image: image108.png]


 имеют одинаковую длину  и сонаправлены, значит, [image: image110.png]


=[image: image112.png]


.
Свойство 2. [image: image114.png]P(d+ D)



=[image: image116.png]P(@) + P(b)



.
Пусть [image: image118.png]s



= [image: image120.png]


, [image: image122.png]P(a)



=[image: image124.png]


, [image: image126.png]P(b)



=[image: image128.png]


, [image: image130.png]P(&)



=[image: image132.png]


 и [image: image134.png]


=[image: image136.png]


. Так как [image: image138.png]


=[image: image140.png]P(&)



=[image: image142.png]P(d+b)



 и [image: image144.png]


=[image: image146.png]


=[image: image148.png]P(@) + P(b)



, значит, [image: image150.png]P(d+ D)



=[image: image152.png]P(@) + P(b)



.
Следствие. [image: image154.png]P(a,+a, +-+a,)



=[image: image156.png]P(a;) + P(a;) + -+ P(a,)



.
Свойство 3. [image: image158.png]P(P(@)



 =[image: image160.png]


.
[image: image162.png]|P(P(@))]



=[image: image164.png][P(a)|



=[image: image166.png]


, [image: image168.png]


=[image: image170.png]


, [image: image172.png]P(P(@))"a



 =180̊, следовательно, векторы [image: image174.png]P(P(@)



 и [image: image176.png]=1



 противоположно направлены: [image: image178.png]P(P(@)



 = [image: image180.png]


.
Свойство 4. [image: image182.png]


.
Приведем задачи, в которых преимущество применения поворота вектора на 90̊  очевидно. Для того, чтобы не усложнять рисунок, в дальнейшем стрелки будут пропускаться.
Задача 1. Высоты AD и BE треугольника ABC продолжены со стороны точек A и B так, что AM=BC, BN=AC (рис. 2). Доказать, что CM⊥CN и CM=CN.
[image: image183.png]


[image: image184.png]



                    Рис. 1                                                         Рис. 2
Решение. Имеем: [image: image186.png]CA+AM



=[image: image188.png]CM



, значит, [image: image190.png]P(CM) = P(CA+AM)



=P([image: image192.png]CA



)+P([image: image194.png]AM



)= =[image: image196.png]BN + CB



=[image: image198.png]CN



. Итак, [image: image200.png]P(CM)



=[image: image202.png]CN



, значит, CM⊥CN и CM=CN.
Задача 2. В плоскости треугольника ABC на сторонах AB и AC  во внешнюю сторону построены квадраты ABDE и ACFG и параллелограмм AELG (рис. 3). Доказать, что:
1) AK⊥EG и EG=2∙AK, где K- середина BC;
2) AL⊥BC и AL=BC;
3) LC⊥BF и LC=BF;
4) LB⊥DC и LB=DC.
Решение. 1) Действительно, [image: image204.png]24K



=[image: image206.png]AB +AC



. Значит, [image: image208.png]P(24K)



=[image: image210.png]P(4B + AC)



= =[image: image212.png]P(4B) + P(AC)



=[image: image214.png]


=[image: image216.png]GA + AE = GE



. Из равенства [image: image218.png]P(24K) = GE



 следует, что AK⊥GE и GE=2∙AK.
2) [image: image220.png]P(BC)=P(BA+AC) = P(BA) + P(AC) =





[image: image222.png]= —(AG +4E) = —AL



,  то есть AL⊥BC и AL=BC.
3) [image: image224.png]P(LC) = P(LA+ AC) = P(LA) + P(AC) = —BC — 4G = —(BC + CF) =




[image: image226.png]


, то есть LC⊥BF и LC=BF.
4) [image: image228.png]P(LB) = P(LA+4B) = P(LA) + P(AB) = —BC —AE = CB + BD = (D




, следовательно, LB⊥DC и LB=DC.
Задача 3. Квадраты ABCD и [image: image230.png]A,BCD,



 имеют общий центр (рис. 4). Доказать, что середины отрезков[image: image232.png]AA,,BB,,CC,,DD,



 являются вершинами третьего квадрата.
[image: image233.png]o
<
s
o
L



    [image: image234.png]



                          Рис. 3                                                Рис. 4
Решение. Пусть O – центр заданных квадратов, а точки [image: image236.png]A,B,C,D,



 – середины указанных отрезков. Необходимо доказать, что [image: image238.png]A,B,C,D,



 – квадрат.                                
[image: image240.png]204, = 04 + 04,



, [image: image242.png]20C, = 0C + 0C,



 , [image: image244.png]4,C, = 4,0 + 0C,



 .
Тогда [image: image246.png]P(4,C;) = P(4,0+0C,) = P(4,0) + P(0C,) = P(0C,)— P(04,) =




[image: image248.png]= P(0C+%0C;) > P(04+04;) = > (P(0C) + P(0C,)) — 5 (P(04) +

P(0) -



= [image: image250.png]1
;(03+ 0B;) —%(0D+ 0D;)=0B, - 0D, = D,0 + 0B, =




[image: image252.png]


. Таким образом, [image: image254.png]P(4,C;) = D,B,



, значит, диагонали четырехугольника [image: image256.png]A,B,C,D,



 взаимно перпендикулярны и равны. Кроме того, [image: image258.png]4,B,= 4,0+ 0B,



, значит, [image: image260.png]P(4,B,) = P(4,0+ 0B,) = P(4,0) + P(0B,) = P(0B,) — P(04;) =




[image: image262.png]—P(0B + 0B,) ~ . P(0A + 04;) = > (P(0B) + P(0B;) ) > (P(04) +
+P(0A,)) = %(OA +04;) - %(OD +0D,) =04, - 0D, =D,0 + 04, =




 =[image: image264.png]D,A,



. Получаем также, что стороны [image: image266.png]A,B,



 и [image: image268.png]B,C,



 четырехугольника  [image: image270.png]A,B,C,D,



 перпендикулярны и равны. Следовательно, четырёхугольник [image: image272.png]A,B,C,D,



 – квадрат.
Задача 4. На плоскости даны три квадрата: ABCD,  [image: image274.png]A,BCD,



 и [image: image276.png]A,B,C,D,



 (рис. 5). Точка M – середина отрезка [image: image278.png]


. Доказать, что отрезки [image: image280.png]D,D,



 и BM взаимно перпендикулярны и [image: image282.png]D,D,



 =2∙BM.
Решение. Имеем [image: image284.png]2BM = BB, + BB,



 и [image: image286.png]BB, = BA+ 4B,



, [image: image288.png]BB, = BC + CB,



. Значит, [image: image290.png]P(2BM) = P(BA+ 4B, + BC + CB,) = P(BA) + P(4B;) + P(BC) +
+P(CB,) = CB +AD, + BA +D,C = D,C + CB + BA+ 4D, = D,D,




значит, [image: image292.png]BM 1 D,D,



 и 2∙BM=[image: image294.png]D,D,



.
Задача 5. На сторонах AB и BC во внешнюю сторону треугольника ABC построены равнобедренные треугольники ABD и BCE с прямыми углами B и C (рис. 6). Доказать, что середины отрезков AB, BC и DE являются вершинами равнобедренного треугольника.
Решение. [image: image296.png]FN = BN — BF



, [image: image298.png]2BF =BD +BE = BD + BC + CE



. Следовательно, [image: image300.png]P(2FN) = P(2BN) — P(2BF) = P(BC) — P(BD + BC + CE) = —P(BD +
+CE) = —(-BA+BC) =BA-BC = CA = 2NM




Итак, получили [image: image302.png]P(2FN) =




[image: image304.png]— 2NM



 , значит, [image: image306.png]P(FN) = MN



, следовательно, FN⊥NM и FN=NM, то есть треугольник MNF равнобедренный и прямоугольный.
[image: image307.png]s



[image: image308.png]



                               Рис. 5                                                     Рис. 6
Задача 6. На сторонах выпуклого четырехугольника во внешнюю сторону построены квадраты. Доказать, что центры этих квадратов являются вершинами четырехугольника, чьи диагонали взаимно перпендикулярны.
Решение. Из рис. 7 имеем: [image: image310.png]NF = ND + DC + CF



, [image: image312.png]EM = EA+AD + DM



, [image: image314.png]2AE = AB + P(AB)



, [image: image316.png]2DM = DC — P(DC),2CF = CB + P(BC)



, [image: image318.png]2DN = D4 + +P(DA)



, [image: image320.png]AB+BC+CD+DA=0



, [image: image322.png]P(2EM) = P(—AB) — P(AB) + 24D +




+[image: image324.png]DC — P(DC) = —P(AB) + 4B + 2P(4D) + P(DC) + DC



, [image: image326.png]2NF = —DA + +P(AD) + 2DC + CB + P(BC)



.   [image: image328.png]P(2EM) — 2NF = —P(AB—4D — DC + BC) +




[image: image330.png]+(AB—DC +DA—CB)=—P(AB+BC +CD+ DA)+ (AB+BC+ (D +
+DA) =0+0=0



Итак, EM⊥NF и EM=NF.
Задача 7. Из произвольной точки M описанной около треугольника ABC окружности проведены перпендикуляры MD и ME  к сторонам BC и AC соответственно. Точка  N – середина AB, точка Q – середина DE. Доказать, что NQ⊥QM.
Решение. Из рис. 8 имеем: [image: image332.png]2NQ = BD + 4E



. [image: image334.png]P(2NQ) = P(BD)+ P(AE)



. Но [image: image336.png]P(BD) || DM



, значит, [image: image338.png]P(BD) = xDM



, где [image: image340.png]oM



.  [image: image342.png]P(AE) | EM



, значит, [image: image344.png]P(AE) = yEM



, где [image: image346.png]AE
™



. Поскольку [image: image348.png]AMBD~AMAE



, то x=y. Поэтому [image: image350.png]P(2NG) = x(DM + EM) = —2x - %(MD +ME) = —2x-MQ



. Получили, что векторы[image: image352.png]P(2NQ)



 и [image: image354.png]


 коллинеарны, значит, NQ⊥MQ.
[image: image355.png]


 [image: image356.png]<




                                             Рис. 7                               Рис. 8       

1. Поворот вектора на 120̊  и его применение
Пусть на ориентированной плоскости дан вектор [image: image358.png]=<
Il
s



  и произвольная точка O. Совершаем поворот на +120̊  вокруг центра O. В этом случае образом вектора [image: image360.png]AB



 получится вектор [image: image362.png]


  (рис. 10). Если такое отображение обозначить через f, то получим [image: image364.png]A,B, = f(4B) = £ (@)



 , с условием, что [image: image366.png]


 и [image: image368.png]


 . Заметим, что угол между векторами [image: image370.png]AB



 и [image: image372.png]


 равен 60̊ .
Поворот вектора на 120̊  обладает следующими свойствами:
1. [image: image374.png]f(kd) =kf(d),k €R



;
[image: image376.png]


.[image: image378.png]f(@+b)=f@ +f(b)



;
3.  [image: image380.png]


;
4. [image: image382.png]fF(f@) =—(a+f(@)



.
Докажем указанные свойства.
1) При k=0 доказательство очевидно. Если [image: image384.png]k>0



, то [image: image386.png]ka 11



, значит,
 [image: image388.png]f(ka) 1 kf(a)



. С другой стороны, [image: image390.png]|fkd| = |kal| = k|al



 и [image: image392.png][kf(@)| = |kl-|f(@)| = klal



, значит, при [image: image394.png]k > 0f(kd) = kf(a)



. Если [image: image396.png]k<0



, то [image: image398.png]kd 1l



, [image: image400.png]kf(a) W fa



 и [image: image402.png]ka“kf(a) = 120°



 и снова[image: image404.png]fka) = kf (@)



.
2) Пусть [image: image406.png]


, [image: image408.png]f(@ =ay5,f(b)=b.,f(&) =713




. Тогда [image: image410.png]f(@+b)=f(@ =




[image: image412.png]


.
3) Доказательство очевидно.
4) Действительно, [image: image414.png]d+f(d@) = OB



 и [image: image416.png]


 (рис. 11).  С другой стороны [image: image418.png]|f(f@)| = If @I = |a| = [0B|



 и угол [image: image420.png]BOD paees 180



̊.
[image: image421.png]


                [image: image422.png]



             Рис. 9                                                                 Рис. 10
Используя поворот вектора на 120̊  и его свойства, решим несколько задач.
Задача 8. На сторонах AB и BC треугольника ABC во внешнюю сторону построены правильные треугольники [image: image424.png]ABC,



 и [image: image426.png]BCA,



 . Доказать, что середины отрезков AC, [image: image428.png]


 и [image: image430.png]BA,



 являются вершинами правильного треугольника.
Решение. Прежде чем перейти к непосредственному решению задачи, заметим, что если A, B, C, D – произвольные точки и точки M, N такие точки соответственно отрезков AB и CD, что [image: image432.png]AM _ DN
MB  NC




, то
[image: image434.png]MN = —— (nAD +mBC)

min



 или [image: image436.png]MN = —— (nAC +mEBD)

min



.          (1)

Из рис. 11 видно, что [image: image438.png]MN = MA +AD + DN (MN = MA + AC + CN)



 и [image: image440.png]MN =




[image: image442.png]= MB + BC + CN(MN = MB + BD + DN)



. Обе части первого равенства умножим на n, а второго на m и сложим. Если учесть, что [image: image444.png]nAM +mBM =0



, [image: image446.png]nDN +mCN =



, то получим формулы (1). В частности, если точки M и N являются серединами отрезков AB и CD, то
[image: image448.png]YT O Yl
MN = (4D + BC)



 или [image: image450.png]Y O Val
MN = (AC + BD)



 .              (2)
Теперь перейдем к решению задачи.
По формулам (2) [image: image452.png]2MN = 4AC; + CB



 (рис. 12), значит, [image: image454.png]f(2MN) = f(AC;)+ f(CB) = BA+ A4,C = 2KM



 (также по формулам(2)). Итак, [image: image456.png]2|MN| = 2|KM|



, то есть [image: image458.png]|MN| = |kM]|



 и угол NMK равен 60̊.
Получаем, что в треугольнике две стороны равны между собой и угол между ними равен 60̊ . Такой треугольник является правильным.

Задача 11. На сторонах треугольника ABC во внешнюю сторону построены правильные треугольники [image: image460.png]ABC, ,BCA, ,ACB,



, центры которых обозначим соответственно через [image: image462.png]0,,0,,0,



. Доказать, что треугольник [image: image464.png]0,0,0,



 – правильный. 

Решение. Пусть точки M, N, K – середины отрезков [image: image466.png]AC,C,B,BA,




[image: image467.png]


 [image: image468.png]XK/




                     Рис. 11                                                                     Рис. 12
соответственно (рис. 13). Согласно задаче 9, треугольник MNP – правильный. [image: image470.png]A0, _ B10, _ CO3
0N 0,M 0K



 , значит, по формулам (1), [image: image472.png]0;0; = (B.A + 2MN)



 и [image: image474.png]0,0, :g(cT;,'Jr 2KM)



. Вычислим: [image: image476.png]F(0:0)) =3 (r(B.A) + 27 (MN) ) =




[image: image478.png]:g(cT;,'Jr 2KM) = 0,0,



. Итак, [image: image480.png]0,0, = 0,0,



 и угол [image: image482.png]0,0,0,paeeH 60°



, значит, треугольник [image: image484.png]0,0,0,



 – правильный.
Задача 12. На сторонах AC и CB треугольника ACB во внешнюю сторону построены правильные треугольники. [image: image486.png]ACB, u BCA,



. Точка M – середина AB, а точка O – центр треугольника [image: image488.png]ACB,



 . Найти углы треугольника [image: image490.png]MA,0



.
Решение. [image: image492.png]20M = 04+ OB



 (рис. 14). Но [image: image494.png]OB = 0C + CB



, значит, [image: image496.png]20M = 04+ +0C + CB



. Тогда [image: image498.png]f(20M) = f(0A+0C + CB) = f(04) + f(0C) + f(CB) =




[image: image500.png]= 0B, + 04+ 4,C



. Так как треугольник [image: image502.png]AB,C



 правильный,  то [image: image504.png]0A+ 0B, ++0C =0



. Итак, получили [image: image506.png]f(OM) = —0C + 4,C = 4,C + CO = 4,0,2|0M|





[image: image508.png]


 и угол [image: image510.png]MOA, paBeH 60°



. Треугольник, удовлетворяющий полученным условиям, прямоугольный. Значит, угол [image: image512.png]A; MO pagen 90°, yron MA, O paees 30°



.
[image: image513.png]o

'



             [image: image514.png]>

X




                               Рис. 13                               Рис. 14
Задача 13. В равнобедренной трапеции ABCD (AB∥CD) диагонали AC и BD пересекаются в точке O и образуют угол, равный 60̊ . Доказать, что середины отрезков OA, OD и BC являются вершинами правильного треугольника.
Решение. Пусть точка M является серединой OA, N – серединой DO, K – серединой BC. [image: image516.png]2MK = 4B + 0C



 (рис. 16) и [image: image518.png]2KN = B0 +CD



 (согласно (2)). Тогда [image: image520.png]f(2MK) = f(AB + 0C) = f(4B) + f(0C) = BO + CD = 2KN



 (здесь имеется ввиду, что треугольники DOC и AOB правильные). Получили MK=KN и угол MKN равен 60̊, следовательно, треугольник MNK - правильный.
Задача 14. В трапеции ABCD (AD∥BC) треугольник ACD правильный. Из точки E на прямой AC основание BD видно под углом 60̊ .  Доказать, что середины отрезков AE, BC и CD являются вершинами правильного треугольника.
[image: image521.png]


                      [image: image522.png]



                     Рис. 15                                                          Рис. 16
Решение. [image: image524.png]2MN = MB + MC = MA+AD + ME + EC = AD + EC



 (рис. 16). Значит, [image: image526.png]f(2MN) = f(AD + EC) = f(4D) + f(EC) = DC + CB = DB = 2NK



 (здесь учитывается, что треугольник CEB – правильный). Итак, MN=NK и ⊿MNK=60̊ , следовательно, треугольник MNK правильный.
Задача 15. На отрезках AB и BC прямой  l в одну сторону построены правильные треугольники ABE и BCF. Доказать, что середины отрезков AF и BC, а также точка являются вершинами правильного треугольника.
Решение. Пусть точка M – середина AF, а точка N – середина CE (рис. 17). Так как [image: image528.png]2BM = BA + BF



, то [image: image530.png]f(2MB) = f(BA+ BF) = f(BA) + f(BF) =EB +




[image: image532.png]+CB = 2NB



, значит, BM=NB и угол MBN равен 60 ̊, следовательно, треугольник MBN правильный.
Задача 16.  Даны правильные треугольники [image: image534.png]AB;C,



 и [image: image536.png]A,B,C,



 (рис. 18). Отрезки [image: image538.png]A A,



, [image: image540.png]


 и [image: image542.png]C,C,



 точками A, B и C соответственно разделены в одинаковом соотношении, начиная с точек [image: image544.png]A;,B,,C,



. Доказать, что треугольник ABC правильный.
Решение. Пусть [image: image546.png]AA, _ BB, _ CG
a4, BB, CG



. По формуле (1) [image: image548.png]AB = —— (nA.B; A,B,
o (4B + +mA,B;)



. Тогда [image: image550.png]f(AB) = - (nf(A:B) + mf(4;B;)) =

min




[image: image552.png]- (nC,4; +mC,A,) = CA



. Итак, [image: image554.png]f(AB)=CA



, значит, AB=AC и угол CAB равен 60̊, следовательно, треугольник ABC правильный.
Задача 17. На сторонах AB и BC треугольника ABC во внешнюю сторону построены правильные треугольники [image: image556.png]ABC,



 и [image: image558.png]BCA,



 с центрами [image: image560.png]


 и [image: image562.png]


 соответственно. Доказать, что длина отрезка [image: image564.png]0,0,



 в два раза больше длины отрезка с концами в точках середин отрезков [image: image566.png]0,CucC,0,



. Доказать также, что прямые, содержащие указанные отрезки, образуют угол, равный 60̊.
Решение. Имеем: [image: image568.png]0,0, = BO, — BO,



 (рис. 20), [image: image570.png]2MN = 0,C, + CO,



 . Вычислим: [image: image572.png]f(0,0,) = f(BO, — BO,) = f(BO,) — f(BO,) = CO, — C,0, = CO, + 0,C, =




[image: image574.png]— 2MN



 . Итак, [image: image576.png]f(0,0,) = 2MN



, значит, 2∙MN=[image: image578.png]0,0,



 и угол [image: image580.png]0, MN pages 60°



.
[image: image581.png]


 [image: image582.png]



Рис. 17                                                             Рис. 18
Задача 18. Даны правильные треугольники [image: image584.png]A,BC,A,DE,A;FQ



 (рис. 20). Доказать, что середины отрезков CD, EF, QB являются вершинами правильного треугольника.
[image: image585.png]


 [image: image586.png]



Рис. 19                                         Рис. 20
Решение. [image: image588.png]2MK = QF + BE = QF + BA; + A, A, + A,E



 и [image: image590.png]2MN =BC+QD =




[image: image592.png]=BC + QA; + A4, + A,D



 . Тогда [image: image594.png]f(2MN) = f(BC + QA; + A, A, + A,D) =




[image: image595.png]= f(BC)+ f(Q4;) + f(4:4;) + f(A,D) = A,B+ FQ + A,A, + EA, =




[image: image597.png]—(BA, + 4,4, + A,E + QF) = —2MK = 2KM



, значит, MN=KM и угол NMK равен 60̊, следовательно, треугольник KNM – правильный. 
Задача 19. На сторонах центрально – симметричного шестиугольника ABCDEF во внешнюю сторону построены правильные треугольники ABK, CDQ и EFR. Доказать, что треугольник KQR правильный или может превратиться в точку.
Решение. [image: image599.png]QK = QC+CE + BK



 и [image: image601.png]KR = KA + AF + FR



 (рис. 21). Тогда [image: image603.png]f(QK) == f(QC + CB + BK) = f(QC) + f(CB) + f(BK) = CD + f(EF) +
KA=KA+




[image: image605.png]+AF + FR =KR



, следовательно, QK=KR и угол QKR равен 60̊ , поэтому треугольник QKR – правильный.
Задача 20. Стороны треугольника разделены на три равные части. На средних отрезках во внешнюю сторону построены правильные треугольники. Доказать, что вершины полученных треугольников, не лежащих на сторонах треугольника ABC, являются вершинами правильного треугольника.
[image: image606.png]


            [image: image607.png]heil




Рис. 21                                                     Рис. 22
Решение. [image: image609.png]KM = KQ + QD + DM



  (рис. 22). Тогда [image: image611.png]f(KM) = f(KQ + QD ++DM) = f(KQ) + (D) + f(DM) = HK + f(GF) +
DA = HK + NG + GH =





 QUOTE [image: image612.png]= NG + GH + HK = NK



 [image: image613.png]= NG + GH + HK = NK



. Таким образом, KM=NK и угол MKN равен 60 ̊. А это означает, что треугольник MNK – правильный.
Литература
1.Понарин Я. П. Элементарная геометрия. – Том 1: Планиметрия, преобразования плоскости. - М.: МЦНМО, 2004 г.
2.Карташян М. В. Поворот вектора и ИКТ вместо координатного метода и скалярного произведения векторов. Информационные технологии для Новой школы. Материалы VI Международной конференции. Том 3. – СПб.: ГБОУ ДПО ЦПКС СПб «Региональный центр оценки качества образования и информационных технологий», 2015 г.
13

